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３次元空間での回転の表現はクォータニオンを用いることを基本とし、必要に応じて、回

転行列との間で相互変換することが望ましい。オイラー角の利用は必要最小限にとどめる

のが良い。 

 

1. 各軸まわりの回転による表現（オイラー角） 

３次元空間における回転は 3×3 の行列 R で表現できる。R を導く方法がいくつかあり、

最も基本的なものが各軸回りの回転を合成する方法である。 

 

図 1 各軸回りの回転 

図 1 のように立体を軸ごとに回転させ、x軸回りの回転行列を Rx、y軸回りの回転行列を

Ry、z軸回りの回転行列を Rzとすると、軸ごとの回転行列は次式になる。 

𝑹𝑥 = (
1 0 0
0 cos 𝛼 − sin𝛼
0 sin𝛼 cos 𝛼

) 

 

𝑹𝑦 = (
cos 𝛽 0 sin 𝛽
0 1 0

−sin 𝛽 0 cos𝛽
) 

 

𝑹𝑧 = (
cos 𝛾 −sin 𝛾 0
sin 𝛾 cos 𝛾 0
0 0 1

) 

全体としての回転を表す行列 R は軸ごとの回転を合成したものになり、最初に x 軸回転、

次いで y軸回転、最後に z軸回転を行うと𝑹 = 𝑹𝑧𝑹𝑦𝑹𝑥である。この時の回転の順序は、用

いる用途ごとに慣行はあるようだが、確実に決まった順序はない。 

３次元空間における回転を、直交する 3 軸の軸ごとの回転に分解したものをオイラー角

という。オイラー角による表現は理解が容易であるが、実際的な用途では使いにくい場面

（ジンバルロックが発生するなど）がある。また、Rx、Ry、Rzを適用する順序によって、一



般的に、合成される回転行列 Rが異なる。 

 

2. 回転行列の性質 

回転行列は直交行列（正規直交行列）であり、逆に、直交行列は回転行列である。直交行

列は転置行列と逆行列が等しくなる正方行列である。つまり、𝑹 = (

𝑟11 𝑟12 𝑟13
𝑟21 𝑟22 𝑟23
𝑟31 𝑟32 𝑟33

)としたと

き、どの列、どの行も単位ベクトルになっており、また、異なる列と列、異なる行と行の内

積が 0 である。 

 

3. ロール、ピッチ、ヨーの回転 

飛行機や船舶のような乗り物において進行方向の軸回りの回転をロール回転という。水

平方向の軸回りの回転をピッチ、垂直方向の軸回りの回転をヨーとよぶ。ロール、ピッチ、

ヨーで表現された３次元回転はオイラー角による表現と等価である。 

 

図 2 ロール、ピッチ、ヨー 

 

4. 任意の軸回りの回転 

３次元の回転は、一つの軸とその軸回りの回転角として表現することも可能である。任意

の単位ベクトル(nx,ny,nz)回りにθ回転する場合の回転行列は、ロドリゲスの公式を使って以

下のように求めることができる。 

𝑲 = (

0 −𝑛𝑧 𝑛𝑦
𝑛𝑧 0 −𝑛𝑥
−𝑛𝑦 𝑛 0

)、𝑹 = (
1 0 0
0 1 0
0 0 1

) + (sin 𝜃)𝑲 + (1 − cos 𝜃)𝑲2 

この式を展開し、具体的な３×３の行列の要素で表現したものは Wikipedia の「ロゴリゲス

の回転公式」などに記述がある（式が複雑なのでこれらの Web サイトを参照のこと）。 

 

5. クォータニオン（四元数） 

クォータニオンは複素数を拡張した概念である（ちなみに、複素数は二元数にあたり、実



数は一元数である）。単位クォータニオンは３次元回転の計算に便利な数体系として利用さ

れる（以下、単位クォータニオンをクォータニオンと記す）。クォータニオンは４つの数値

の組み q=(x,y,z,w)であり、(x,y,z)が回転軸を表現し、wが回転角を表現する。4 で説明した任

意軸回りの回転と、次のように密接に関係している。 

𝑥 = 𝑛𝑥 sin
𝜃

2
、𝑦 = 𝑛𝑦 sin

𝜃

2
、𝑧 = 𝑛𝑧 sin

𝜃

2
、𝑞 = cos

𝜃

2
 

したがって、ロドリゲスの公式を使って回転行列に変換することが可能である。クォータニ

オンの４つの数値を使って回転行列の３×３の要素を表した式は少し複雑になるので、他

の Web サイトを参照のこと。サイトによって、式が若干異なるが、クォータニオンの係数

の二乗和が１（x2+y2+z2+w2=1）であることによる。 

クォータニオンで表現した２つの回転の合成は、２つのクォータニオンの積を計算する

ことで実現できる。クォータニオンの積の計算方法は適当な Web サイトを参照してほしい

が、４つの数値に乗算と加算の演算を施し、新たな４つの数値を求める計算である。これに

16 回の乗算と 12 回の加算が必要である。２つの 3×3 回転行列の積を求める計算は、27 回

の乗算と 18 回の加算が必要であるから、回転の合成にクォータニオンを用いることで、計

算コスト軽減することができる。 

 

6. オイラー角、回転行列、クォータニオンの相互変換 

 「オイラー角 -> 回転行列」は 1 で示した通り。 

 「回転行列 -> オイラー角」については、文献[3]の「3.2 方向余弦行列からオイラー

角表現」を参照。方向余弦行列は回転行列のことである。 

 「クォータニオン -> 回転行列」は 5 で示した通り。 

 「回転行列 -> クォータニオン」については、文献[3]の「4.3 方向余弦行列からクォ

ータニオン表現」を参照。方向余弦行列は回転行列のことである。 

 「オイラー角 -> クォータニオン」は、軸ごとにクォータニオンを求め、それらの積を

求める。 

 「クォータニオン -> オイラー角」に関して、文献[5]には、難しいと書いてある。ク

ォータニオンから回転行列を求め、そこからオイラー角に変換する方法になると思わ

れる。 

 

このように、相互変換することは可能ではある。注意することとして、文献[3]の「3.2 方

向余弦行列からオイラー角表現」で tan-1関数（atan 関数）を使っているが、引数の分母が

0 になると計算できないので、atan2 関数を使う方が良い。また、いろいろなところで記述

されているオイラー角の不評を考慮すれば、３次元空間の回転の表現はクォータニオンを

基本として、必要に応じて回転行列を用いるのが良いと考えられる。 
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