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あらまし　２平面を用いて弱校正されるステレオカ

メラの性質について考察した結果，２平面弱校正ステ

レオにより，３次元射影座標での計測がなされること

を数学的に示した．また，計測される３次元射影座標

とユークリッド座標の関係についても明らかにした．
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1. ま え が き

ステレオカメラの校正法には様々なものが提案され

てきた[2], [4], [5].これらの方法で校正されるステレオ

システムは３次元ユークリッド座標を計測することが

できる．一方，このような従来の校正法に対して，ス

テレオカメラの弱校正法[3], [6]と呼ばれる方法が知られ

ている．この方法で校正されるステレオシステムでは

３次元射影座標を計測することができる．我々が提案

した２平面を用いた多眼ステレオの校正法[1]もこの弱

校正法の一つである．

２平面弱校正法で必要な手順は，３次元空間に存在

する二つの平面を観察し，平面上の特徴点集合につい

て，ステレオ画像対で対応をとることだけである．２

平面弱校正されたステレオカメラで計測される距離情

報は，校正に用いる２平面からの相対的な距離である．

本校正法はその手順が非常に簡単である．したがって，

ステレオカメラの自律走行車への応用など，強校正が

困難な状況において有効な校正法として期待されてい

る．

本論文の主な目的は，（１）ステレオカメラから観察

した２平面に関した幾何学的な性質をまとめること，

及び（２）２平面弱校正ステレオにより３次元射影座

標系での計測が行われることを数学的に示すことであ
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る．また，計測される３次元射影座標とユークリッド

座標との関係も明らかにする．

2. ステレオカメラによる 3 次元計測

2.1 透視投影行列

ステレオ計測に用いる個々のカメラに固有の特性を

内部パラメータ，カメラ間の位置関係を外部パラメー

タと呼ぶ．ピンホールカメラモデルを用いる場合，内

部パラメータは焦点距離（f），画素サイズ（s
x
, s

y
），画

像中心（( x
c
, y

c
)）で表現することができる．ここ

で，α
x
=f/s

x
,α

y
=f/s

y
と置き換えると，ピンホールカメ

ラの特性は画像の大きさに関係した(α
x
,α

y
)，及び画

像中心を与える(x
c
, y

c
)という四つの未知数を含む３×３

の内部パラメータ行列Nとして式(1)のように表現でき

る．

N =














α
α

x c

y c

x

y

0

0

0 0 1
(1)

カメラの光学中心を原点とし，光軸方向を z軸，z軸

に垂直で撮像素子の水平方向に平行な軸を x軸，z軸・

x軸に垂直な軸をy軸とする３次元座標系をカメラ中心

の３次元座標系と呼ぶ．ステレオカメラの外部パラ

メータは，基準カメラ中心の３次元座標系に対する検

査カメラ中心の３次元座標系の位置関係として，回転

行列Rと並進ベクトル tで記述することができる．２台

のカメラを基準カメラ，検査カメラと呼び，基準カメ

ラの内部パラメータをN
b
，検査カメラの内部パラメー

タをN
i
とするとき，このステレオカメラの特性は式(2)

の１組の透視投影行列によって記述される[10]．

P N I

P N R t

b b

i i

= ⋅( )
= ⋅( )

0

– (2)

ここで，Iは3×3の単位行列，0は3要素の縦零ベク

トル，R t–( )なる表現は3×3の回転行列Rの後ろに3

要素縦ベクトル–tを連結した3×4行列を意味する．式

(2)の透視投影行列を用いることで，基準カメラ中心の

３次元座標で記述される測定点（X,Y,Z）が，それぞれ

の画像面での画像座標（x,y）に式(3)のように変換され

る．

x

y

X

Y

Z
1

1















≈ ⋅



















P
(3)

ここで，≈は射影的な等号を意味する．すなわち，通常
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の観察点を (x
b
,y

b
)，他方のカメラでの観察点を (x

i
,y

i
)と

するとき，3 × 3 の正則行列を H，m
b
= ( x

b
, y

b
, 1 ) t，

m
i
=(x

i
,y

i
,1)t，として射影的に成立する式(9)の関係があ

る．

m i ≈H⋅ m b (9)

平面射影変換行列Hは２台のカメラの内部パラメー

タN
b
，N

i
，カメラ間の相対的な位置・姿勢である回転

行列Rと並進ベクトル t，及び基準カメラに対する平面

の単位法線ベクトルnと距離zを用いて式(10)のように

記述することができる[1], [8]．

H N R
t n

N= ⋅ ⋅





⋅i

t

bz
– –1

(10)

カメラの内部パラメータや位置・姿勢，平面の法線

ベクトルと距離に関する情報がなく，平面を２台のカ

メラで観察した画像における４点以上の対応だけが与

えられた場合，式(9)を用いて射影変換行列Hを推定す

ることができる．推定される行列は式(10)で決まる行列

に対してスケール因子が不確定である．

3.2 ステレオカメラの 2平面弱校正

本節では文献[1]で提案したステレオカメラの２平面

弱校正法について数学的・幾何学的に説明する．

内部パラメータ，外部パラメータが未知の１対のス

テレオカメラで，異なった場所に配置した二つの平面

を観察する．基準カメラに対する二つの平面の単位法

線ベクトルと距離を(n
1
,z

1
),(n

2
,z

2
)とすると，それぞれの

平面による射影変換行列は，式(10)を展開して，式(11)

となる．

H 1 =N i ⋅ R ⋅ Ν
−1
b −N i ⋅

t ⋅ n t
1

z 1

⋅ Ν
−1
b

H 2 =N i ⋅ R ⋅ Ν
−1
b −N i ⋅

t ⋅ n t
2

z 2

⋅ Ν
−1
b (11)

H
1
と H

2
の 差 行 列 で あ る H

1
– H

2
は

– – –N t
n n

Ni

t t

bz z
⋅ ⋅


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
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⋅1

1

2

2

1
となる．この式には3×1のベ

クトルである tが含まれるので，行列の階数は１であ

る．

一方，それぞれの平面に対するステレオカメラ間の

射影変換行列を，画像間の対応点から最小２乗的に推

定することができる．推定される射影変換行列はス

ケール因子が未知である．しかし，スケール因子を等

しくした二つの射影変換行列の差行列の階数が１であ

るという性質を利用して二つのスケール因子を等しく

することができる．具体的には，H
1
，H

2
を推定した二

つの行列とし，H
1
–kH

2
を特異値分解したときの第１特

異値と第２特異値の比が最大になるように繰返し演算

による非線形最小２乗法で kの値を決める．H
1
，H

2
が

精度良く推定されておれば，このようにして求めた

H
1
–kH

2
はほとんど特異行列となり，階数を１とみなす

ことができる．この二つの3×3行列H
1
，kH

2
をステレ

オカメラの幾何学的な特性として用いる校正法が２平

面弱校正法である．

スケール因子を等しくした二つの平面射影変換行列

をH
1
，H

2
とし，この二つの行列をα：1–αの比率で線

形加算した行列α · H
1
+(1–α) · H

2
を考える．この行列に

関して次の定理１が成り立つ．

[定理１]　二つの平面射影変換行列H
1
，H

2
をα：1–α

の比率で補間した行列α · H
1
+(1–α) · H

2
も平面の射影変

換行列であり，対応する平面は１本の直線を共有する

平面群（面束）である（図１を参照のこと）．

(証明)　式(11)を用いることで，α · H
1
+(1–α) · H

2
を式

(12)と記述することができる．

N R t n n Ni

t t

b
z z

⋅ ⋅ ⋅ + ⋅











⋅– ( – ) –α α1

1

2

2

11 (12)

式(12)の一部をα α⋅ + ⋅ =n n1
t

1

2

2z z
n n n

t

x y z( – ) , ,1 ( )とおく

と α  ·  H
1
+ ( 1 – α )  ·  H

2
は単位法線ベクトル

n x

n 2
x +n 2

y +n 2
z

,
n y

n 2
x +n 2

y +n 2
z

,
n z

n 2
x +n 2

y +n 2
z
，基準

カメラからの距離 
1

n n nx y z
2 2 2+ +  の平面に対応する射

影変換行列であることが明らかである．

H
1
に対応する平面とH

2
に対応する平面が交わる直線

が存在する．この直線上の点を２台のカメラで観察し

た座標をm
b
=(x

b
,y

b
,1)t，m

i
=(x

i
,y

i
,1)tとすると式(13)が成り

図１　二つの平面から補間される平面
Fig. 1 Plane interpolated from two planes.
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式(17)を得る．

P Ib = ( )0

P i＝(H 1 |α 0 ⋅ N i ⋅ t ) (17)

式(17)の第１式と適当な行列の積をとることで式(18)を

得る．
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また，式(17)の第２式に式(11)を代入することで式(19)

を得る．

P N R N t
n
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t

1

1
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1
t

1
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1
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したがって，２平面弱校正されたステレオカメラで計

測される３次元射影座標を(U,V,W,S)とすると，2.2で述

べたように，これはユークリッド座標 (X,Y,Z)と式(20)

の関係にある．
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式(20)において二つの座標を関係づける係数行列は基準

カメラの内部パラメータと校正に用いた平面だけで決

まる定数行列である．このステレオカメラで計測され

る３次元座標 (U,V,W,S)は射影座標であるが，検査カメ

ラの内部パラメータや検査カメラが配置される位置に

依存しない．したがって，本校正法を基準カメラを共

通にする多眼ステレオカメラに応用した場合，すべて

のステレオ対から得られる距離情報は同じ射影座標で

の値であることが保証される．

式(20)とα 0の性質から明らかなように，基準カメラ

の内部パラメータN
b
と校正に用いた二つの平面の単位

法線ベクトルn
1
，n

2
，及び基準カメラからの距離 z

1
，z

2

が既知であれば，直接計測される射影座標をユーク

リッド座標に変換することができる．また，２平面に

関して単位法線ベクトルn
1
，n

2
だけが既知で，z

1
，z

2
が

未知の場合，スケール因子が不確定なユークリッド座

標に変換することが可能である．

4. む　す　び

本論文では２平面弱校正されたステレオシステムで

計測される３次元空間の幾何学的な性質を考察した．

その結果，３次元射影空間での計測がなされ，その空

間は基準となるカメラの内部パラメータと校正に用い

る平面だけに依存することを示した．
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